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1., Probleemstelling en oplosmethoden

7ij A een gegeven redle m*n-matrix (m*n) en b een gegeven reéle
m-vector. Dan bestaat er een n-vector x, zodat Ilb—Ax‘|2 minimaal is.
Deze vector x heet de kleinste-kwadratenoplossing van het stelsel [AlDbl.

De oplossingsvector x is uniek als rang(A) = n (rang(A) is het maximale

aantal onafhankelijke rijen of kolommen van A).

Oplossingsmethoden voor het geval rang(A) = n

De "klassieke'" methode

Deze wijze van oplossen berust .op hét feit dat de vector x de

oplossingsvector is van het vierkante stelsel
ATax = 2T (1.1)

de zgn. normaalvergelijking (zie Dekker (1971, blz. 5T)). Daar de (n*n)
matrix M (=A¢A) een symmetrische positief definiete matrix is, kunnen
we het stelsel (1.1) oplossen met de wortelmethode van Cholesky plus

een heen- en een terugsubstitutie. Zie hiervoor bijvoorbeeld Wilkinson

(1965).

De QR-methode

Bij de QR-methode ontbinden we A in eén orthogonale (m¥n)-matrix Q

en een {n*n)-matrix R, zodanig dat

A = QR. ' (1.2)
(Een orthogonale (m*n)-matrix Q is een matrix waarvoor geldt QTQ = In.)
(1.2) gesubstitueerd in (1.1) geeft ons

R'Rx = RIQb. (1.3)

Daar we uit zijn gegaan van de veronderstelling dat rang(A) = n
kunnen we stellen dat R_1 bestaat. Door een vermenigvuldiging met R_1

brengen we (1.3) over in

. Rx = Q'b. (1.4)



Aangezien R een bovendriehoeksmatrix is, kan dit stelsel rechtstreeks
worden opgelost. Voor de ontbinding (1.2) kan men gebruik maken van

verschillende (mathematisch equivalente) methoden. Deze methoden zijn

a) de Gram-Schmidt-orthogonalisatie (klassiek of gewijzigd), hiervoor
verwijzen we naar Dekker (1971, blz. 61-6L4) en Bjdrck (1967, blz. 1-21);

b) de Householder -orthogonalisatie, zie hiervoor Dekker (1971, blz. 6L-65)
en Businger & Golub (1965, blz. 206-216).

Hoewel de methodes mathematisch equivalent zijn, zijn ze dat numeriek
niet. Alleen de klassieke Gram-Schmidt is qua numerieke stabiliteit on-
bevredigend (zie het voorbeeld van P. L#uchli in Bjdreck (1967, blz. k).
De Householder-methode is voor gebruik op een rekenautomaat te verkiezen
boven de gewijzigde Gram-Schmidt orthogonelisatie, omdat er iets minder
rekentijd en minder geheugenruimte gevraagd wordt.

Een ALGOL-procedure voor de Householder-methode is gegeven in Businger &
Golub (1965), blz. 269-276).

De QR-methode met iteratief verbeteren

Het iteratief verbeteren van de berekende oplossingsvector X van
het stelsel (1.4) heeft in het algemeen weinig zin daar het residu
(dat is: ||AX-b||) niet klein hoeft te zijn. Zie hiervoor Golub &
Wilkinson (1966, blz. 139-148). Iteratief verbeteren is wél zinvol als
we het stelsel (1.3) oplossen,want ||ATb-RTR§|[ zal wel klein zijn (mits

het stelsel niet te slecht geconditioneerd is).

Oplossingsmethode voor het geval rang(A) S n

Er is nu geen eenduidige oplossing meer voor het gestelde probleem.
We zoeken daarom naar de kleinste vector x onder alle vectoren die een
kleinste-kwadratenoplossing van het stelsel [Alb] zijn.

Een methode om deze x te bepalen wordt beéchreven in Forsythe &
Moler (1967).
Deze methode is als volgt:

We ontbinden A in U(m*n), )(n*n) en V(nsh) en wel zo dat

A= UZVT.



Waarin U'U = VY = VT = I en ) = diag(o1,.. ,cn),
met
o, >0 i < r = rang(A)
g. =0 r<i<mn.,.
i =
Voor x geldt nu
+
x = v} 'uth
+ . + +
met ) = dlag(cl""’cn)’
waarin
1/0. g. >0
+ i i
g. =
i
0 g. =0
i

Een ALGOL-procedure voor deze methode vindt men in Golub & Reinsch
(1970, blz. 403-420) en een FORTRAN-procedure in Businger & Golub (1969,
blz. 56L-565).



2. De conditie van het probleem

Alvorens we de fouten behandelen die gemaakt kunnen worden bij het
oplossen, beschouwen we de invloed van fouten die mogelijk reeds in de
gegevens aanwezig zijn.

De gegevens, de matrix A en de vector b, kunnen het resultaat zijn
van waarnemingen en afrondingen. De gegevens, die we verkregen zouden
hebben als we de genoemde fouten niet gemaakt zouden hebben, noemen we

ﬂ en g. We stellen

A+ 8A (2.1)

1

A

en

b + &b (2.2)

b

zZij nu x de kleinste-kwadratenoplossing van het stelsel [Alb] en X van

.

het stelsel [Afgj dan definiéren we

r=Ax - b (2.3)

en M = ATA zodat we analoog aan (1.1) vinden

~a ATA

Mx = A"Db.

Uit (1.1) en (2.1) volgt

(AT+saT)ax = ATo

of

Mx = A'b - SAT(Ax-b) - A 8Ax.

Hieruit volgt met (2.2) en (2.3)

M(x-x) = ~6ATr+AT(8b-6Ax) (2.4)

Als we nu A ontbinden (b.v. volgens (1.2)) dan vinden we een boven-

driehoeksmatrix R. Uit (2.L) volgt dan
gl | < LA [T el LR CLloall Tel] + [lswl D) (2.5)

Ongeacht hoe nauwkeurig men rekent zal men dus niet meer precisie in het

antwoord kunnen bereiken dan (2.5) aangeeft.



3. Fouten in floating-point-operaties

Zoals gebruikelijk zullen we de berekende waarde van een grootheid
x in het vervolg aanduiden met X. Deze berekende waarden zijn meestal
het resultaat van floating-point-operaties, die we aan zullen geven met
"1,

In Dekker (1971, §4) wordt een floating-point-arithmetiek met
grondtal B en een woordlengte van t bits nader geanalyseerd. Enkele van

de in de volgende §§ gebruikte resultaten zijn

fl(a+b) = a(1+e) + b(1+e") (3.1)
£1(axb) = (axb)(1+e”) (3.2)
£1(a/b) = (a/b)(1+c") (3.3)
n n n
ifl(i;(ai*bi)) - iz1(ai*bi)] < 2 i;lai*bil (3.4)
hierin zijn |e, le'| en le*l'< cB—t
-t
e | <ng
-t
8 L 1.0608_t.

Hierin is c een getal dat afhangt van de nauwkeurigheid van de gebruikte

arithmetiek, de waarde van ¢ is op zijn best B/2.



4. Foutenanalyse van de "klassieke" methode

Opmerking: Een vereenvoudigde en verkorte vorm van de inhoud van de

§§ 4, 5 en 6 is te vinden in Hoffmann & Hollenberg (1971).

Als we de "klassieke" methode volgen dan maken we door afronding

fouten in

a) het vormen van de matrix M = ATA, hiervoor stellen we
i = r1(aTa) = ATA + E ' (b.1)
b) het ontbinden van ATA volgens de wortelmethode, hiervoor stellen we
(T0) =aATa+F=a"A+E+F (4.2)

¢) het vormen van het rechterlid, hiervoor stellen we (ATb=c)

fl(ATb) =Ty +e =3 ‘ (4.3)

d) de heensubstitutie, hiervoor stellen we

(T40)7 = @ | C(b.)

e) de terugsubstitutie, hiervoor stellen we

LS

(U+H)x = y. (4.5)

We zullen beschouwen hoe deze fouten-matrices E, F, e, G en H de
gevonden oplossingsvector x beInvloed hebben.

Uit (4.3), (L.L4) en (L.5) volgt

n

(TeeT) L (T+m)% = (T+a)T5

c = ATb + e
wat na substitutie van (1.1) geeft

(Tro+ T m+a(T+H) )% = ATAx + e. (L.6)



Uit (4.2) en (4.6) volgt

ATa% - aTax + (E+F+ﬁTH+G(ﬁ+H))E = e

% -x =M e~ (E+P+T H+G(T+H))Z). (4.7)

Voor we de normen van de foutenmatrices gaan afschatten kijken we eerst
~1 = . . N
nog even naar M . We nemen aan dat U niet singulier 1is, zodat er een

S bestaat waarvoor geldt

M = 0 0(I+8) (4.8)

wat met (4.2) geeft

T

s = ~(T70) 7 (m+F). (4.9)

(4.7) met (4.9) geeft ons

1

5o x = (1+48)7" [(TT0)7" {e-(E+F+c(T+H))}E + U 'Hx1.  (4.10)

Afschatting van de normen van de foutenmatrices

We zullen eerst de fout in M en ¢ bekijken d.w.z. de bovengrenzen
voor de normen van E en e bepalen. Voor een element mij van de matrix M

geldt volgens (3.4)

m.. =la .a +...+a .a .1 +¢cl|a.a.|+...+]a .2 .|]
1J 11713 ml m) m 1171 mi m)
hieruit volgt voor E (= M-M)-
- “ty T '
|[fm] | <mg a7]] []2]] (k.11)
Evenzo vinden we voor e(= c-c)
- T
|le=c|] <ms " 1a7]] ||o]]. (h.12)

Het volgende te behandelen punt is de fout die gemaakt wordt in
de terugsubstitutie. De analyse hiervan is te vinden in Dekker (1971,
blz. 35) en het gevonden resultaat toegepast op ons probleem (verge-

lijking (4.5)) is



- _t1 i
iHinI < |0. | (n-i+2) 8
: _t1
[ < 10,51 (5-i43) 6 i<j<n
- "t1
B, .| < 2[T;] 8 i (4.13)
- _t1
B | < 15,18
nn nn
|Hij| =0 J <1 <n

Voor de heensubstitutie kunnen we een analoge redenering volgen en
krijgen als resultaat dat de bovengrens van ||GT]| gelijk is aan ||H|].
Er rest ons nog een bovengrens van F in vergelijking (L.2) te
vinden. De ontbinding van de symmetrische positief definiete matrix M

volgens de wortelmethode van Cholesky geeft ons een matrix U zodat
UTU = M, De algorithme hiervoor is op een simulﬁaan uitgevoerde schat-
ting na eguivalent met de algorithme voor de Gauss-eleminatie en we
kunnen deze dan ook als volgt formuleren:

We beginnen met een matrix M(1) (=M) en in het k°© (k<n) stadium

(k=1) (k)

voeren we M over in M en bepalen de x° rij van U uit de k? riJ

van M(k) door een schaling. De overgang van de M(k) naar M(k+1) wordt
gedefinieerd door
wlEF1) (k) i<k
ij iy
(k+1) _ . (k) )
Mij = Mij - UkiUkj 1, > k
M(kH) =0 i>k > (b.14)
ik - )

U = Vi
Uy s @3/ \lﬁ

Als we bovenstaand schema volgen dan krijgen we door afronding van

o/

de (tussen) resultaten fouten. We zullen de distributie van die fouten

bekijken.



We definidren de matrix € k) door voor elk element te stellen
—(k+1) _ =(k) = = (k)
.. = M., =~ . .k EL
MlJ MlJ UklUkJ elJ (4.15)

en uit (4.1) en (4.2) volgt

M§?+1) - M§§)<1+e) _ ﬁkiﬁkj(i+e*)(1+e?) (4.16)

met |el, |€*| en |e'] ﬁ_cB—t.

Uit (4.5) en (L.6) volgt

(k) _ (k) = = *
L= ML - RiNEGE: Y
€5 MyyTe UklUkJ[(1 e )(1+e')=-11
wat ons geeft
) et ) w2 T | T,
ij 't —="" ij ki kJ
of
-t
(k) 1 .
IEij | < 3e8 - (Lo17)
Hierin is g = max l—ijl’ en wegens het positief definiet zijn van M
1,3,k
geldt
g = max lMijl'

i,J

Verder volgt er uit (L.14) en (L.15)

- (1) - -
- - - +
Mik M = UncYix Ut k%%-1,k © ®kk

waarin

+ ... + € (4.18)

®rk T Cxk

Voor ﬁkk geldt nu wegens het bovenstaande

U =\/(1)—ﬁ U -0 U + e ‘(1+e)
Avk R T T
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waarin ¢ afhankelijk is van de gebruikte sqrt-routine; we nemen aan
dat Ie] < cB_t.

Kwadrateren geeft ons nu

= =  _ (1) = = - . 2
U O = 000w =0y O _qiter ) (1+e)
of
(1) = = = = _
Ak’ - U1kU1k = = UV = T
met
._-t1
|fkk| i_lekkl + 28 (g+lekk|). (4.19)
Voor Ukj geldt
g . = <A£T)_ﬁ G oD T +e ) LI¥e)
kj J o T1k1j k=Tk k-1 7kJj i
kk
of
(1) = = = -
Akj - U1kU1j Tt T Uijkk = fkj
met
B .+ +|e. . .
5] = ey * Lol (rleysD) (1.20)
t

waarin |e| < cB .

(Lo17), (4.18), (4.19) en (L4.20) geven ons

0uvernssO
Toeensd i
e + g8

Toeenn

-t

Pl = (l£;50) < 3e8 (4.21)

.

0 1...n~1

L eesese 1D
N

N) — seses

Als laatste punt bekijken we de schatting van ]Iﬁ_1|l, zoals gezegd

vinden we met floating-point-bewerkingen niet 5-1 doch een matrix B met
e

B=10T" . Stel nu dat B =T (I+y) dan volgt onhiddellijk

|



IR

T < 1IBlZG=TIv D (4.22)

mits ||.|]| consistent is, [IZ]] = 1 en [1v]] < 1.

Conclusie

Uit (4.10) kunnen we een bovengrens voor ||x-x|| berekenen waarin
T ; ) -
de bovengrenzen van \IE!}, ile!l, |1G [I, l]HI[, IIF‘I en l]U 11{ voor-
komen, welke we berekenen kunnen met behulp van resp. (k.11), (L.12),

(4.13), (L.22). We gebruiken als norm ‘I.l!m en vinden dan voor de boven-

-t 2

T : -

grens voor IlFllwa I‘G Ilw en ‘lHilw resp. gf ' 2n+2 ?
-t 1 n2+2n_2 -t 1 n2+2n¢-2

gB —— en gB —

5 > . Aldus wordt (4.10)

ekl < ooy EHEDT L AT L ol L1211

2 2
v g 3n ;n+2 +e n +§n—2 (|‘ﬁ|lm+ 28

—tf n2+2n—2
2 )

2
T I (.23)

o«
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5. Foutenanalyse van de QR-methode

In het vervolg zullen we onderscheid moeten maken tussen

exacte resultaten en

berekende resultaten, maar ook tussen deze en

resultaten die verkregen zijn door exact rekenen, uitgaande van niet-

exacte gegevens.
Deze laatsten zullen we onderscheiden van de andere door een slangetje

boven het symbool te plaatsen.

Als we de QR-methode volgen dan maken we o.a. door afronding

eventueel fouten in

a) het vormen van het linkerlid, hiervoor stellen we
R=QA en R = Q (A+E) (5.1)
(N.B. a is exact orthogonaal maar hoeft niet gelijk aan Q te zijn.)

b) het vormen van het rechterlid, hiervoor stellen we

c=Q% en &= o (bte) (5.2)

¢) de terugsubstitutie, hiervoor stellen we
Rx =c, Rx=c en (R+F)x = c. (5.3)

We zullen beschouwen hoe de foutenmatrices E, F en e de oplossings-
vector X hebben beinvloed.

Uit (5.1), (5.2) en (5.3) volgt dat X de exacte kleinste-kwadraten-
oplossing is van het stelsel [A+E3b+e], volgens (1.1) geldt er nu

(A+E) T (A+E)% = (A+E)T(b+e). ‘
Hieruit volgt
(ATA+ATE+ET (A+E))% = ATb + ATe + E'(bre)

en na substitutie van ATb = ATAx

£
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T T T
(

ATAR - aTax = ate + BT (bre) - (ATE+ET(A+E))§

wat geeft

1 (AT (bre ) —(ATE+ET (A+E) )%} (5.1)

X - x=(a"n)
Uit (5.3) volgt (R+F)X = BX m.a.w.

X -%=-R'Fx ‘ (5.5)
Uit (5.4) en (5.5) vinden we tenslotte

1

X -x=-R Fx + M'T[ATe+ET(B+e)-(ATE+ET(A+E))E]

of

5x = -l

+ M—1AT[e-E(I+§_1F)§]

+ MV E [b-AR+e-EX] .

We merken op dat als we definiéren

T =b+ e~ (A+E)X
er moet gelden
Hzl] < |love]] -
70 vinden we tenslotte
Hexl| < IEL HEL] LIR]

s 1T el ]+ HEL CHELD + HET el (kDT

s e HES il ]+ el D (5.6)
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Natuurlijk kunnen we i.h.a. M_1 en §_1 niet exact berekenen, wel kunnen
we numerieke benaderingen vinden, uitgaande van R. Uit (5.1) volgt

A= §§ - E en dus

M=FR-B0F - 08 + E°E . (5.7)

We nemen asan dat er een S bestaat, zo dat

AT = ET§(1+S). (5.8)

Uit (5.7) en (5.8) volgt nu

s = & 3% + (8%%)" ' [ETE-ETOR]
en
-1

AT = (148)" 1 (ETR)
Mits ||s]|]| < 1 en ||T]|] = 1 gelat

< THERR T 7G-1]s] ).
Voor M_1AT vinden we

AT = () BED) T RYG-ET]

I

(1+6)™" &' 5-(85)""ET]

waarult volgt

T aT ) < R CBI + LTEDT TET /0] ] D).

De afschatting van ||§—1|| verloopt analoog aan de afschatting van

||5-1|| in de vorige § en we vinden dat (4.22) ook:geldt voor |i§_1||.
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Afschatting van de normen van de foutenmatrices en -vectoren

We nemen aan dat de in Businger & Golub (1965) beschreven methode
wordt gevolgd om A over te voeren in R. Deze methode komt neer op het voor-
vermenigvuldigen van A met de matrices P(O),P(1),...,P(n_1). We bekijken

eerst

)

. r
De constructie van P(

)

De elementaire hermitische matrix P(r heeft de vorm

T
(7)1 p() ()
T
waarin l‘w(r) W(r>l| =1 en
T
w(r} = (0,0,...,O,Wiii,...,w;r)).

)

Als we nu een vector a voorvermenigvuldigen met P(r dan krijgen we het

volgende beeld

waarin 4 = (I—QuuT)c en ut = (wiiz,..,,w;r)). Voor onze doeleinden
willen we w(r) en dus u zo kiezen dat di = 0 voor 1 = 2,3,...,k

(k=m-r), wat we kunnen bereiken door het volgende rekenvoorschrift

te volgen
s = (aﬁ c§)1/2 (5.9)
i=1
H=s" + e s (5.10)
vE = (|c1!+s,c2,...,ck)' (5.11)
© Wl H = 2w’ (5.12)
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De fout in F(r)

Wegens (5.9) en (4.4) geldt

=2 _ 2 2 ;
g = (c1+...+ck)(1+ek)
2
wegens c. > 0 en dus
- 2 2' )
5 = e t. ..ty J1+ek (1+g) (5.13)

hierin hangt € weer af van de sqrt-routine en net als in 8.4 stellen we

le] < 8%, (5.10) kunnen we formuleren als

s = s(1+0) (5.14)

met |0| i-%lekl + |€| + %‘eksl.

Zonder verlies van algemeenheid kunnen we veronderstellen dat ¢, niet-

1
negatief is. Uit (5.10) en (L4.4) volgt-nu

A= (s 8)(1+e,, ) (5.15)
en als we definiéren
2 2
s + ¢,s{1+0) = (s7+c,s)(1+a) (5.16)

1 1

dan vinden we voor o

C,IO

S-i'c,l

o =

en daar s > c, geldt zeker

1

laf < 2o

. (5.17)

Als we nu stellen

H = H(1+0) (5.18)
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dan vinden we wegens (5.15) en (5.16)

1T+ 6 = (1+a)( 1+ )

k+1

en wegens (5.17)

lo] < 2lol + legyql + 2ol | :

k+1i Ex+1

De vector v wordt gegeven door

-7 -
Vo= (fl(c1+s),c2,...,ck),

er kan dus hoogstens een fout optreden in het eerste element, voor die

51 vinden we volgens (5.11)

<l
i

: fl(c1+E) = c1(1+€) + s(1+0)(1+e")

of

[c1+s(1+0)] (14e”)

<
i

t

* -
| <8

waarin |e|, |e'| en |e

Weer stellen we

c, * s(1+0) = (c1+s)(1+a)

en we vinden weer (5.17) wat leidt tot

51 = V1(1+w) (5.19)
met
* *
lol < 3lo| + €] + 2foe”].
Als we schrijven v = v + 8v dan vinden we, daar Gi = V., i=2,3,...,k,

[av]ly = vyl Tl < fol [lvlly

(r)

Het linker benedenstuk van P noemen we P (P=I—VVT/H) en we

stellen vast dat er geen fouten meer gemaakt worden tot we overgaan tot



18
(r)

voorvermenigvuldigen met P . We beschouwen eerst de fout in P

B_-p ,(va-GGT)/H + T

1/H-1/8) =

(VSVT+6va+6v6vT)/H + (va+v6vT+6va+6v6vT)$6/(H(1+9)).
. T
Daar ||vv /H||2 = 2 geldt

HP_PHQE_TI

met
r = 2(2|p|+2+]6])/(1-]8])
en uit de vorm van P%) volgt dat
|W“)—#”H2im

We beschouwen vervolgens

(r)

De fout in de Voorvermenigvuldiging,me% P

Onze interesse gaat uit naar de foutenmatrix E waarvoor geldt

(r)

Het voorvermenigvuldigen van A met P geeft

e [148] 2] - [

waarbij PC in de praktijk als volgt wordt berekend

(5.20)
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We beschouwen dus-allereerst 5, hiervoor geldt volgens (5.20)

- _ o - - N

s {[v1c1i+...+vkcki] + ek[|v1]lc1i|+...+|vk|]ckilj} (1+e)/H
met ]e] < cB_t of

- ~ - T -
B, = {pi+€k[|V| \Cl]i/H} (1+€). (5.21)

Uit (5.21) volgt

15511, < e 11511, + ol 511,111 1/3 (5.22)

waarin het subscript "E" de euclidische norm aanduidt. Voor p geldt

-t
lo| < k8 (1+c87%).

Als we vervolgens naar D kijken dan vinden we uit (5.20)

i}
b
i)
(2]
4
o]

d. . .
1] 1] .

n
(o]
—~
pars
+
m
\;
I
<1
(i
o1
[
—
—
+
™
~
—
—
+
m
~—

i
[
0
1
<
3
+
(o]
Le]
e
+
®
-
+
™

. * -
met weer |e|, |€ |, |e'| en |e"| < cB v,
Dit geeft
-~ " Ko o~ — ~ *
. = o o=V.P. +e) - PV, Sp. L1+ 1+
diJ [clJ vlpJ](1 e) - [e ViP*Vy pJ( e )1(1+e)

waaruit volgt

4,4 ] = el 3l e GeleDEle"] 15, ] 18]+

ARE-ANCHENE

en dus
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-~ —t e
DBl g < 8™ [IB]]5 + (14c87%) [e8™%||7 1181,

+ 1711116811, 1+e8™)T.
Om (5.23) af te schatten berekenen we eerst

2
2(1+|y])

||v i| /B < v || (1+y) /H(1+6) < .y

wegens (5.18) en (5.19) en dus

51,0151, < 117121 el 1578 < 1lellg 201612/ 1-16])

er geldt wegens (5.22)

117 11,011681 1, < 11711, tea™ ol +lol [T 1ol le] ]/

wat met (5.24) en (5.25) geeft

vl epll, <2 cB_t+|p|)(1+|¢l “Ilellg/C-l8])
en tenslotte
1311, = 11%ell = llel
Met behulp van (5.24) t/m (5.27) voeren we (5.23) over in

(1511 < ol el

met

(1+]y])?
1-]8]

o= c8 " + 2(1+c8”)

Tenslotte vinden we

12132 al | < 115511 + 11527l

{e8 T+ (c87 % |p]) (1+e8™F)} .

(5.23)

(5.24)

(5,25)

(5.26)



< Gerlnllel I
Wat na enig rekenen geeft

(r) (r)All < B

A)-P g < B llclg

| |£1(P (k=m-r)

met B_ < (14.12+5.83k) 8™t & 8(kes™®)". . (5.28)

Dit resultaat gaan we toepassen in

De fout in een serie van voorvermenigvuldigingen.

Tijdens de Householder triangularisatie wordt A voorvermenigvul-

(0) (1) (n-1) (r)

digd met resp. P S . De vorm en constructie van P

(0)

hebben we al besproken. De oorspronkelijke matrix A zullen we A

(r)

noemen en de getransformeerde A s T=1 400,00

=(r-1) =(r-1)

Daar K(r> = £1(P i )_vinden we

waarin

< B fo(r)lh r>1 (5.29)

RO < [y e NF I e,

met Bi geqefinieerd in (5.28).

pe  BY) (x),

zijn exact orthogonaal (hoewel mogelijk ongelijk aan P

waardoor we kunnen stellen

A1, < HES 1+ 11 < o 1R

m-r+1 E

i.(1+6m-r+1) (1+8 ) l‘K(r_z)

m-r+2 HE

r=1 0
S (1+8_ ) [1a7 ]l - (5.30)
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Tevens geldt

= F(r_1) + ﬁ(r_1)F(r_2) F ol * §(r~1) ..P(O)A(O)

= 3lr=1) | pl00,(0)  lx) (5.31)
met

o(r) o F(r'1) + ﬁ(r—1)F(r—2) e, . (5.32)

=(1),(0)

We defini&ren Q = P B P en vinden uit (5.31)

(n)

B =AY + ¢t = Qa+E) (5.33)

met |||y < [16™)]]5

De norm van E schatten we als volgt af
-1 -2 0
Nzl < FED e [1p2) ) s s 1 grl0)

<o AP e g |100)]

— "m-n+1

wegens (5.32) en (5.29) wat met (5.30) geeft

: n-2
el < I8 =z (1+6m_i) + oo+ (14 )+e ] [a]]g (5.34)

-n+
m~n+1 1=0
Iets beter kunnen we de afschattihg maken als we bedenken dat we
eigenlijk i.p.v. ‘lA(r)]IE de norm van het te transformeren linker

benedenstuk ven A'"’ moeten nemen. De algorithme in Businger & Golub

(1967) is zo ingericht dat de kolom met de grootste euclidische lengte
steeds naar voren wordt gehaald. Indien nu de transformaties exact zouden
"'(I‘) = P(r))

plaats vinden (dwz. P
stuk voor zekere r zeker kleiner zijn dan V(n-r)/n ‘IA(O)||. Op grond

dan zou de norm van het te transformeren

van deze redenering voeren we (5.34) over in

&
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H;T ]°.+1 i—1 0

Analoog aan (5,34) kunnen we een bovengrens voor |‘el12 vinden.
Wellicht ten overvloede wijzen we erop dat de matrix E in (5.35)

dezelfde is als die in (5.1).

Conclusie

Als we de bovengrenzen van de normen van de foutenmatrices hebben
bepaald, kunnen we met behulp van (5.6) een bovengrens van l]x—§|]2

bepalen. We vinden dan
lxezl], < o+ 7 LR 12N EL G ol o2 le]
e [Elly (11E]] )

A ET gt el g 1B U R g+ (5.36)
vy = HE gl g + HEGHENG B Rl )

- R F R
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6. Foutenanalyse met behulp van residuberekening

Zij x de kleinste-kwadratenoplossing van het stelsel [A.b], dan

geldt voor de zgn. residuvector r het ‘volgende

Afschatting van de fout in X

Als we de vector X berekend hebben, dan bestaat er een ;, zodat

Na voorvermenigvuldigen met AT vinden we
aTa% = T + a™% = aTax + 2T% (6.1)

Natuurlijk kunnen we in het algemeen r niet berekenen, maar wel r met

r = f1{Ax-b) en we stellen
r-r=r¢~. : (6.2)
Vervolgens voeren we de grootheid s in waarvoor geldt

T (6.3)

1
e
=
o
5
wl
I
i
S
o

s = ATr, s
en we stellen
s-s5=g. (6.4)

We vinden nu uit (6.1) t/m (6.L4)

M AT (F-F45) ]

»
I
"
1

M AT (Fer) 1

"

e I (6.5)

i

M [5-5+3+ATF]

M_1[§+g+ATf ]
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Afschatting van de normen van de foutenmatrices en —vectoren

Het afschatten van l]M—111 en ‘]M_1AT‘1 doet men afhankelijk van
de gebruikte methode om M te ontbinden, dit is reeds behandeld, zie
§5 en §6.

Volgens §3 vinden we

Hell < ey AL TIE]] + cg™[1b]] (6.6)
Hell < e | 187]] [IF]] - (6.7)
Conclusie

Uit (6.5), (6.6) en (6.7) volgt

[zl | o< 1] CE]] + e LT HIEND

o [ AT Ly 1Al] Tlxl] + es™ 10l 1D
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procedure Ilngmatvec(l, u, i, a, b, ¢, ce, 4, dd);
value T, u, i, ¢, cc; integer 1, u, i; real c, cc, 4, dd; array a, b;
St N T — T —c—
begin integer k;
real X, XX, ¥, Y¥s 25
for k:= 1 step 1 until u do
begin xx:= ali,k]3 yy:= blkl;

s xe= xx X 10L8577; Xt= XX =~ X + X; XXI= XX = X}
yi= yy X 104857T; yi= yy = ¥y + ¥ y¥i= ¥y = ¥3
Zem X X Yy + XX X y5 yi= X X ¥5 Xi= y + 23
Vo= Y e X 4+ Z + XX X VY3

add2: z:= X + ¢

+ X+ y+ ee3 ci=2 4+ €Cj CCi= 2 =C + CC
end;
L= ¢ dd:= cc
fﬂé Ingmatvec;

procedure lngtamvec(l, u, i, a, b, ¢, cc, d, dd);
Value I, u, i, ¢, cc; integer 1, u, 1; real c, cc, 4, dd; array a, Db;
begin integer k3

real X, XX, ¥V, YV, 25

for k:= 1 step 1 until u do

Pegin xx:= alk,1]; yy:= blk];

TUL12: xs= xx X 10L8577; Xt= XX = X + X; XX!= XX = X}
yi= yy X 104857T; yi= yy = ¥ + V5 yys= ¥y = ¥3
Zi= X X Yy + XX X V3 yi= X X y3 Xi= ¥ + 23
Yi= y = X + 2 + XX X VY3

« add2: ze= X + C;

ces= if abs(x) > abs(c) then x =z + ¢ + cc + y else ¢ = 2
+ X+ ¥+ cecy ci=2 + CCy CCi= Z = C + CC
end;
A= ey dds= cc
3{_@: Ingtamvec;
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7. De ALGOL 60-procedures

In de volgende procedures worden herhaaldelijk elementaire arith-
metische bewerkingen in dubbele precisie uitgevoerd. Procedures hier-
voor (add2, sub2, muli2, mul2, div2 en sqrt2) zijn beschreven in
Dekker (1970). Overeenkomstig de daar gebruikte notatie zullen we een

dubbel-lengtegetal aanduiden als

(kop,staart).

Het berekenen van scalaire produktie in dubbele precisie

lngmatvec

lngmatvec berekent in udbbele precisie de som van (c,cc) en het scalair
. product van de rijvector, gegeven in -array ali:i,l:ul en de vector,
gegeven in array bll:ul.

Het resultaat wordt afgeleverd in (d,dd).

Ingtamvec

lngtamvec berekent in dubbele precisie de som van (c,cc) en het scalair
product van de kolomvector, gegeven in array all:u,i:1] en de vector,
‘gegeven in array bll:ul.

Het resultaat wordt afgeleverd in (a,dd).
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procedure lngmatmat(l, u, i, j, a, b, ¢, cc, 4, dd);
value 1, u, i, j, ¢, cc; integer 1, u, i, J; real c, cc, 4, dd;
array a, b;
Pegin integer k;
real x, XX, ¥, ¥y, 23
Tor k:= 1 step 1 until u do
Degin xx:= al1,k]7 yyi= blK,3jl;
x1= xx X 104857735 1= xx = X + X} XX:= XX = X}

Y= yy X 10485TT; yi= yy =y + ¥3 yyi= yy = ¥3
Z3= XX Yy + XX X Y5 Y= X X Y3 X3=y + 23
Je= Y =X+ 2 + XX X y¥3

add2: zi= X + ¢}
ce:= if abs(x) > abs(c) then x =z + ¢ + cc + y else ¢ — 3
+ X+ y+ CC CI=2Z + CC) COI= 2 = C + cC
end;
qi= ¢ dde= ce
end Ingmatmat;

procedure Ingtammat(l, u, i, j, a, b, ¢, ce, d, dd);
value 1, u, i, j, ¢, cc; integer 1, u, i, J; real c, cc, 4, dd;
array a, b;
egin integer k; .
real X, XX, ¥, V¥, 2}
Tor k:= 1 step 1 until u do
begin xx:= alk,1]7 yy:= blk,jl;
x3= xx X 10485775 %= xx — x + X3 XX!= XX = X}

m. :
yi= yy X 10U857Ts yi= yy =y + y5 yyi= yy = 3
2= XX Yy + XXX Y; yi= X X ¥y Xe=y + 23
ye= Yy =X+ 2 + xx X yy3

add2; z:= X + c3

cc:= if abs(x) > abs(c) then x =z + ¢+ cc + y else ¢ — 2
+ X+ y+ cCy Ci=32 4+ CC) CO= 2 = C + CC

end Ingtammat;

procedure Ingmattam(l, u, i, j, a, b, ¢, cc, 4, dd);
value 1, u, i, j, ¢, ce; integer 1, u, i, j; rea.l e, ce, d, 4d;
array a, bj
begin integer k;
real X, XX, ¥; VY5 23
for k= 1 step 1 until u do
begin xx:="al1,k]3 yy:= blT,k];
x:= xx X 104857T; x2= XX = X + X} XXi= XX = X}

yi=yy X 10485T7T; yi= yy =y + ¥3 yyi= yy = ¥
Z3= XX Yyy + XX X ¥; yi= XX Y3 X=y + 23
V= Yy =X + 2z + XX X yy3

add2: z=x+c,

1= if abs(x) > abs(c) then x = 2 + ¢ + cc + 7 else ¢ = z
+x+y+ CC; Ci= 2 + CCj CCi= Z = C + GC
end;
dz= c¢; dd:= ce
Eﬁ Ingmattam;
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lngmatmat

lngmatmat berekent in dubbele precisie de som van (c,cc) en het scalair
product van de rijvector, gegeven in array ali:i,l:ul, en de kolom-
vector, gegeven in array bll:u,j:jl. Het resultaat wordt -afgeleverd

in (d,dd).

lngtammat

lngtammat berekent in dubbele precisie de som van (e,cc) en het scalair
product van de kolomvectoren, gegeven in array all:u,i:i] en

array b[l:u,j:j]. Het resultaat wordt afgeleverd in (a,dda).

Ingmattam

lngmattam berekent in dubbele precisie de som van (c,cc) en het scalair
product van de rijvectoren, gegeven in array ali:i,l:ul en

array bl[j:j,l:ul. Het resultaat wordt afgeleverd in (d,dd).
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procedure lngata(a, m, n, ata, d, dd); value m, n; integer m, n;
array a, ata, 4, dd; - -
begin integer 1, s

for 1:= 1 step 1 until n do

Pegin Ingtammat(1, m, 1, T, a, a, 0, 0, d[il, dalil); "

or ji= 1 + 1 step 1 until n do Ingtemmat(1, m, i, j, a, a,
6:‘0; ata[isjja afta[j;ﬂ) -

end

end Ingata;

procedure lngatb(a, m, n, b, ¢, ce); value m, n; integer m, n;
Brray 8, b, ¢, cc} E— —_—
Pegin integer i
Tor 1:= 1 step 1 until n do Ingtamvec(1, m, i, a, b, 0, 0, c[i],
ceri]) -
3{1& Ingathbs
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Het opstellen van de normaalvergelijking

lngata

lngata berekent in dubbele precisie de matrix M = ATA, waarbl] A de
mrn-matrix is die gegeven is in array ali1:m,1:nl. De elementen van de
bovendriehoek van M worden in dubbele lengte afgeleverd in

array atal1:n,1:nl, 4, ddl1:n] als volgt

Mij (atali,jl, atalj,il), 1 < j,

M.

. = (alil, aalil).
ii

lngata gebruikt lngtammat,
1ngatb

lngatb berekent in dubbele precisie de vector C = ATB, ﬁaarbij A de
msn-matrix is die gegeven is in array all:m,1:n] en B de m-vector, ge-
geven in array bl1:ml. -

De elementen van C worden in dubbele lengte afgeleverd in array c,ec[1:n]

als volgt
C, = (clil, ccl[il).

Ilngatb gebruikt lngtamvec.
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procedure lngatarep(a, m, n, ata, d, dd); value m, n; integer m, n;
array a, ata, d, dds -
begin integer i, Js
~Tor 1:= T step 1 until n do .
begin Ingtammat(1, m, 1, T, a, a, ali], daal1], al1l, aal1]);
or js= 1+ 1 step 1 until n do lngtammat(1, m, 1, j, a, a,
atali,j], atalJ,1], atali,J], atal j,11)

end
end Ingatarep;

procedure lngatbrep(a, m, n, b, e, cc); value m, n} integer m, n;
array a, b, ¢, cec; '
begin integer i
Tor 1¢= T step 1 until n do lngtamvee(1, m, i, a, b, c[il,
celil, eliT, celi) -
_c;aix_c} Ingatbrep:
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lgnatarep

lngatarep berekent in dubbele precisie de matrix ATA, waarbij A de

min-matrix is die gegeven is in array all:m,1:nl. De elementen van de
bovendriehoek van ATA worden in dubbele precisie opgeteld bij de over-
cenkomstige elementen van de (symmetrische) matrix M die gegeven zijn

in array atalil:n,1:nl, d,ddl1:n] als volgt

M.. = (atali,jl, atalj,i]), i< 3,

1d

M.. = (dali], aalil).

11

De elementen van het resultaat worden op de plaats van de overeenkomstige
elementen van M afgeleverd in ata, d en dd.

lngatarep gebruikt lngtammat.
Ingatbrep

lngatbrep berekent in dubbele precisie de vector ATB, waarbij A de
msn-matrix is, gegeven in array[1:m,1:n] en B de m-vector, gegeven in
array b[1:m]. De elementen van ATB worden in dubbele precisie opgeteld
bij de overeenkomstige elementen van de vector C die gegeven is in

array c,ccl1:n] als volgt
Ci = (elil, cclil).

De elementen van het resultaat worden op de plaats van de overeenkom-
stige elementen van C afgeleverd in ¢ en cc.

lngatbrep gebruikt lngtamvec.
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real procedure 1ngdetsym(ata, n, 4, dd); value n; integer nj
array ata, d, 44;
begin integer k, J;
veal r, rr, de, dde, z, 22}
dez= 1; dde:= 0;
for ki= 1 step 1 until n do
Begin sub B(2 X matmet(1, K = 1, k, k, ata, ata), 0, dlk],
—dalk], r, rr);
lngtammat(l, k = 1, k, k, ata, ata, r, rr, 1, rr);
if » > O then
Pegin 1ngdetsym:= - k; goto end end;
il 2( - v, — rr, de, dde, de, ddeJ;
sqrt 2( = r, = rr, v, rr); dlk]:= r; ddlk]:= rr;
for j:=k + 1 step 1 until n do '
Tegin sub 2(me¥met(1, X =1, K, j, ata, ata) + metmat(l, k =
T, j, k, ata, ata), 0, atalk,jl, atalJ,k], 2, z2);
Ingtenmat(1, k = 1, J, k, ata, ata, 2z, zz, z, 22);
div 2( = z, = 2z, r, rr, atalk,j], atalj,k])
end;
end;
Tngdetgym:= de;
end:
Elg Ingdetsym;
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Oplossingsmethode van Cholesky

1lngdetsym

lngdetsym:= determinant van de n-de orde positief definiete symmetrische
metrix M. De bovendriehoek van M is in dubbele lengte gegeven in

array atal1:n,1:nl, d,ddl[1:n] als volgt

1

M; (atali,jd, atalj,il), i<3j,

M. .
11

(alil, aafil).

Bovendien wordt de Cholesky-matrix, U, van M (d.w.z. de bovendriehoeks-
matrix die voldoet aan UTU = M) in dubbele precisie berekend en de
elementen van U worden op de plaats van de overeenkomstige elementen

van M afgeleverd in ata, d en dd. Als M echter niet positief definiet

is, wordt de Cholesky-ontbinding onderbroken en lngdetsym:= het tegen-
gestelde van de indexwaarde waarvoor bleek dat M niet positief definiet
is, zie Dekker (1968, section 220).

lngdetsym gebruikt sub2, mul2, div2, sqrt2, lngtammat, matmat en indirect
muliz.
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procedure lngsolsym(ata, n, d, dd, b, bb); value n; integer n;
array ata, b, bb, 4, dd;
begin integer i;
real 2, 223
Tor is= 1 step 1 until n do
Pegin sub matvec(l, i — 1, 1, ata, b) + temvec(l, i =1, 1,
~"&ta, bb), 0, blil, volil, =z, zz);
Ingtamvec(1, i =1, i, ata, b, z, 22, 2, 22);
div 2( - z, — 232, d[ij aafil, »lil, bbfll)
end;
?’“ it=n step = 1 until 1 do
Pegin sub 2(Tamvec(T + 1, n, i, ata, b) + matvec(i + 1, n, i,
ata, bb), 0, blil, vblil, 2, z2);
lngmatvec(l +1,n, i, ata, b, z, 22, z, 22);
div 2( - =z, = 2z, dli], aalil, »[il, bbfl])

end
end Ingsolsym ;
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lngsolsym

lngsolsym lost het n-de orde lineaire stelsel UTUX = B in dubbele
precisie op. Hierin is U de n*n-bovendriehoeksmatrix, die in dubbele

lengte gegeven is in array atall:n,1:n], d,ddl1:n] als volgt

!

Uij (atali,jl, atalj,il), i< 3,

U.

. = (alil, aalil),
11

en B de n-vector, die in dubbele lengte gegeven is in array b,bbl1:n]
als volgt

B, = (plil, bbLil).

De in dubbele precisie berekende oplossingsvector, X, wordt over de
overeenkomstige elementen van B in b en bb heengeschreven.
lngsolsym gebruikt sub2, div2, lngmatvec, lngtamvec, matvec, tamvec en

indirect mulil2,
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real procedure lngdetsolsym(ata, n, &, dd, b, bb) ;3 value nj integer nj

array gta, d, dd, b, bb;

begin real det;

T Tngdetsolsym:= det:= lngdetsym(ata, n, d, dd);
if det > O then lngsolsym(ata, n, 4, dd, b, bb)

end Tngdetsolsym;
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lngdetsolsym

lngdetsolsym:= determinant van de n-de orde positief definiete symme-
trische matrix M. De bovendriehoek van M is in dubbele lengte gegeven

in array atal1:n,1:nl, d,dd[1:n] als volgt

M. .

i3 (atali,j] atalj,i1), i< 3,

i

M. .

i (alil, daafil).

Bovendien lost lngdetsolsym het n-de orde lineaire stelsel MX = B op
in dubbele precisie. Hierin is B de n-vector die in dubbele lengte

gegeven is in array b,bb[1:n] als volgt
B, = (b[il, bblil).

De oplossingsvectdr, X, wordt over de overeenkomstige elementen van B

in b en bb heen geschreven. Bovendien wordt de Cholesky-matrix U van M
(d.w.z. de bovendriehoeksmatrix die voldoet aan UTU = M) in dubbele
precisie berekend en de elementen van U worden op de plaats van de over-
eenkomstige elementen van M afgeleverd in a, d en dd. Als M echter niet
positief definiet is, wordt de Cholesky-ontbinding onderbroken en
lngdetsolsym:= het tegengestelde van de indexwaarde waarvoor bleek dat
M niet positief definiet is, zie Dekker (1968, section 220).
lngdetsolsym gebruikt lngdetsym, lngéolsym en indirect 'sub2, muli2,
mul2, div2, sqrt2, lngtammat, lngmatvec, lngtamvec, matmat, matvec en-

tamvec.
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real procedure lnglsgsolela(a, m, n, b, u, d, dd, x, xx); value m, n;
. Tnteger m, n; array a, b, u, d, dd, x, xx; T
begin Ingata(a, m, n, u, 4, dd); lngatb(a, m, n, b, x, xx);

T Inglsgsolclas= lngdetsolsym(u, n, d, dd, x, xx$

end lnglsqgsolclas
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Het opstellen en oplossen van de normaalvergelijking (klassieke methode)

lnglsgsolcla

lnglsgsolcla:= determinant van de matrix M = ATA, waarbij A de m*n-
matrix is die gegeven is in array all:m,1:n] (m > n). De Cholesky-matrix,
U, van M (d.w.z. de bovendriehoeksmatrix die voldoet aan Uty = M) wordt
in dubbele precisie berekend en in dubbele lengte afgeleverd in

array ul1:n,1:nl, d,ddl1:n] als volgt

I

Uij (uli,jd, ulj,il), i<

U.

. (aril, aalil).
11

Rovendien wordt in dubbele precisie de kleinste-kwadratenoplossing, X,
van het stelsel [A:B] berekend, waarbij B de m-vector is, gegeven in
array bl1:m]. X Wo;dt in dubbele lengte afgeleverd in array c,ccli:nl
als volgt

X, = (elil, cclil).

lnglsgsolcla gebruikt lngata, lngatb, lngdetsolsym en indirect lngdetsym,
lngsolsym, sub2, mull2, mul2, div2, sqrt2, lngtammat, lngtamvec,

lngmatvec, matmat, matvec en tamvec.
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procedure lnginvutm(u, n, du, ddu, iu, diu, ddiu); value n; integer n;
array iu, diu, ddiu, u, du, ddu;
Pegin real z, 2z, X, XX}
T Integer i, J;
Tor 1:= n step = 1 until 1 do
Begin diva(T, 0, aulI], ddulI], diulil, ddiulil);
T Tor j:= 1+ 1 step 1 until n do
Pegin lngmatme®(I + 15 J = 1, 1, J, iu, u, temmat(i + 1, j ~
T, 1, §, iu, u) + mattem(i + 1, j =1, i, j, iu, u), O,
7, zz); ml2(aiu[i], daiulil, uli,jl, ulj,i], x, xx);
add2(z, zz, X, XX, 2, 22);
dive( - z, = zz, auljl, aauljl, iuli,s], iulj,il)
end
end ~
end Tnginvutm;

procedure lnguut(u, n, 4, dd); value n; integer n; array u, 4, dd;
bPegin integer 1, j;
real x, Xx, 2, 2%;
for i:= 1 step 1 until n do
Pegin m2(dl1], FALIT, 71, aalil, x, xx);
T Tngmattem(i + 1, n, i, 1, u, u, 2 X matmat(i + 1, n, i, i,
u, u), 0, z, zz); add2(x, xx, z, zz, dlil, adlil);
for ji= 1 + 1 step 1 until n do
Begin mir2(al 157 aal yT;uls, 315 uls,il, x, xx);
— Tngmattam(j + 1, n, 1, j, u, u, matmat(j + 1, n, i, J,
u, u) + matmat(j + 1, n, j, i, u, u), 0, z, 22);
add2(x, xx, z, zz, uli,jl, ulj,i1)
end
end ~
end Inguut;
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Het berekenen van bovengrenzen voor de fouten

lnginvutm

inginvutm berekent in dubbele precisie de inverse van de n*n-bovendrie-
hoeksmatrix U. De bovendriehoek van U is in dubbele lengte gegeven in

array ul1:n,1:n], du,ddul1:n] als volgt

(uli,jl, ulj,id), i<,

Uu..
ij

U..

(dulil, daulil).
11 -

De elementen van de bovendriehoek van U_1 worden op de overeenkomstige
plaatsen van die van U afgeleverd in array iul1:n,1:n], diu,ddiul1:nl.
lnginvutm gebruikt add2, mul2, dive, lngmatmat, lngtammat, mattam,
tammat en indirect mull2.

\

Inguut

lnguut berekent in dubbele precisie de matrix UUT. Hierin is U de n*n-
bovendriehoeksmatrix, waarvan de bovendriehoek in dubbele lengte gegeven

is in array ul1:n,1:nl, d,dd[1:n] als volgt

LI}

U..

i (uli,jl1, ul3,id), i< 3,

(qulil, ddulil).

u..
11

De elementen van de bovendriehoek van UUT worden op de overeenkomstige
plaats als die van U afgeleverd in u, d en dd.

lnguut gebruikt add2, mul2, lngmattam, matmat en indirect muli2.
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real procedure infnrmvee(b, n); value n; integer n; array b;
begin real g, h3
Integer i3

® =

o 3
for i:= 1 gtep 1 until n do

begin h:= abs(bli]); 1f £ < h then g:= h end;
Infnrmvec:= g -

end infnrmvec;

real procedure infnrmmat(i, n, j, a, b, f); value n;
integer 1, n, J, a, b; real Ts
Weal h, g3
5= 07
for i:= 1 step 1 until n do
begin h:= BOM(J, &, b, abs(f)); if g < h then g:= h end;
Infnrmmat:= g -
end infnrmmat;

real procedure claerb(a, m, n, b, u, du, d4du, x, g, eps, iu, diu,

ddTa); value m, n, g, eps; 1nteger m, n; real g, eps;

array a, u, du, ddu, x, iu, diu, ddiu;

begin integer i, s
real nat, nx, nb, niu, niutu, nd, ne, nf;
T invu‘tm(u, n, du, ddu, iu, diu, ddiu);
nius= infnrmmat(i, n, j, i, n, if 1 = J then diuli] else
iul1,3]); lnguwut(iu, n, diu, adiu); '
niutus= infnrmmat(i, n, j, 1, n, if § < i then iu[j,i] else (if
i = J then diuli] else i‘u[l,J])s - -
nat:= Tnfnrmmat(i, ™ n, . Y 3, 1, m, a[J,i]), nx:= infnrmvec(x, n);
nb:= infnrmvec(b, n
nd:= ((n + 1) X(n+2) /2-2) Xestgx1 063
ne:= nat X infnrmmat(i, m, J, 1, n, ali,j]) X m X eps X 1,06;
nfi= (3 XnXx(n=1)/2+n+1) Xeps X gXx 1,063
claerb:= (niutu x (1,06 X nat X nb X m X eps + (ne + nf + nd X
(infnrmmat(i, n, j, i, n, if 1 = j then duli] else ul[i,j]) +
nd)) X nx) + nd X nx X niu) / (1 = ndutu X (ne + nf))

end claerb;
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infnrmvec
infnrmvec:= HBHco = max B, waarbij B de n-vector is die gegeven is
1<i<n
in array bl1:nl.
infnrmmat
b
infnrmmat:= max ( } |fijl), waarbi]j fij de met i en j corresponde-

1<izn J=a
rende waarde van de actuele expressie f voorstelt.

claerb

claerb:= een bovengrens voor IIX—XIIw, waarblj X de kleinste-kwadraten-
oplossing is van het stelsel [AIB]. A is gegeven in array al1:m,1:n]

(m > n), B in array bl[1:m] en i.in array x[1:n].

De bovendriehoek van de n¥n-Cholesky-matrix U van ATA is in dubbele

lengte gegeven in array ull:n,1:nl], du,ddul1:nl als volgt

(uli,jl,-ulj,il), i<,

U. .
1J

U..
11

(aulil, ddaulil).

Bovendien is het maximumelement van M = ATA gegeven in g.

Bij het berekenen van de bovengrens wordt er vanuit gegaan dat X be-
rekend is volgens de klassieke methode (vergl. 4.23), waarbij eps de
gebruikte rekenprecisie aangeeft.

De inverse van M wordt in dubbele precisie berekend en de elementen
van M"-1 worden op de overeenkomstige plaatsen van die van U afgeleverd
in array iul1:n,1:nl, diu,ddiul’:nl.

claerb gebruikt infnrmvec, infnrmmat, lnginvutm, lnguut en indirect

add2, mull2, mul2, div2, lngmatmat, lngmattam, matmat, mattam en tammat.
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real procedure lnglsgsolclaerb(a, m, n, b, eps, x, xx, iu, diu, ddiu,
ubn); velue n, m, eps; integer n, m; reel eps, ubn;
array a, b, iu, diu, ddiu, x, xx;
Eegin integer i, J;
real 2, g3
array atal1:n,1:n], d, dd[1:nl;
Tngata(a, m, n, ata, d, dd); g:= infnrmvec(d, n);
lngatb(a, m, n, b, x, xx);
z:= lnglsqsolclaerb:= lngdetsolsym(ata, n, d, dd, x, xx);
if z > O then ubn:= claerb(a, m, n, b, ata, 4, dd, x, g, eps,
Ta, du, dd1u)
end Inglsqsolclaerb;
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Klassieke methode met foutenberekening

lnglsgsolclaerd

lnglsqsolclaerb:= determinant van de n-de orde positief definiete sym-
metrische matrix M, M = ATA, waarin A de m-n-matrix is die gegeven is
in array al1:m,1:n] (m > n).

Tevens wordt in dubbele precisie de kleinste-kwadratenoplossing, X, van
het stelsel [AEB] berekend, waarin B de m-vector is die gegeven is in
array bl1:ml.

X wordt in dubbele lengte afgeleverd in array x,xx[1:n] als volgt

X, = (x[17, xx[il).

De inverse van M wordt berekend en afgeleverd in array iull:n,1:nl,

diu,ddiul1:n] als volgt

M;‘j = (3uli,j]1, iulj,il), i< 3
M'l'l = (diulil, dadiulil).

Tenslotte wordt een bovengrens, ubn, voor ]]i-XHoo berekend, waarbi]

eps de gebruikte rekenprecisie aangeeft.

lnglsgsolclaerb gebruikt lngata, lngatb, lngdetsolsym, claerb, infnrmvec
en indirect add2, sub2, mull2, mul2, div2, sqrt2, lngmatmat, lngmattam,
lngtammat, lngmatvec, lngtamvec, lngdetsym, lngsolsym, lnginvutm, lnguut,

infnrmmat, matmat, mattam, tammat, matvec en tamvec.
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real procedure eclnrmutm(r, n); value n; integer n; array r;
. begin integer 1;

seTmrmitie = sqrt(suM(i, 1, n, temmat(1, i, i, i, », r)))
E@_ eclnrmutm;

real procedure eclnrmvec(v, n); value n; integer n; array vs
ecInrmvec:= sqrt(vecvec(l, n, 0,7%, ¥));

real procedure beksuberb(r, diag, n, eps); value n, eps; integer n;

real eps; array rj

begin integer 1, J; _
Taksuberbs= 1,06 X eps X sqrt(SuM(i, 1, n =1, SM(J, 1, i =1,
(l3,11 x (1 =3 +3))A2) + b xaisglil A2+ ((n=1+2) X
r[i,n]) A 2) + disgln] A 2)

_e_r3<_1 baksuberb;
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Foutenberekening van de QR-methode

Deze foutenberekening sluit aan op de QR-methode beschreven in Dekker

(1968, section 224).

eclnrmutm

eclnrmutm:= |IR[|E (d.w.z. de Euclidische norm van R), waarbij R de
n*n-bovendriehoeksmatrix is wiens bovendriehoek gegeven is in de boven-
driehoek van array ul1l:n,1:nl.

eclnrmutm gebruikt temmat.

eclnrmvec

eclnrmvec:= I]Vl]e (d.w.z. de Euclidische norm van V), waarin V de
n-vector is die gegeven is in array vl1l:nl.

eclnrmvec gebruikt vecvec.

baksuberd

baksuberb:= een bovengrens voor de euclidische norm van de fout ge-
maakt bij een terugsubstitutie, waarbij eps de gebruikte rekenprecigie
sangeeft (vergl. (L4.13)).

De bovendriehoek van de n*n-bovendriehoeksmatrix U, die mede het linker-
1id vormt, is gegeven in array diagl1:n] (de hoofddiagonaal) en de boven-

driehoek van array ull:n,1:n] (de rest).
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real procedure nrmiup(r, n, diag, pe, ir); value n; integer n;

array r, ir, diag; integer array pc;

begin integer i, j;
Tor Is="T1 step 1 until n do
begin ir[i,Il:= diaglil; —

or ji= i+ 1 step 1 until n do irli,jl:= »li,]]

end;

Tnveym20(ir, n, pe); nrmiups= sqrt(SUM(l, , n, irli,i]))
end nrmiup;

real procedure decerb(diag, m, n, eps), value m, n, eps; integer m, n;
real eps; arrey disg: -
Pegin integer 1

real h, b3

hi=0;

for i:= 1 step 1 until n do

Pegin b= (TH.12 ¥ 5,83 X (m =1 + 1)) X eps;

T hi=h X (1 +b) +Db X abs(diag[i]) X (n =1 + 1)

end;

decerb:= h
end decerb;
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nrmiup

nrmiup:= ]]R—1||E (3d.w.z. de Euclidische norm van R™'). Hierin is R de
n*n-bovendriehoeksmatrix, waarvan de bovendriehoek gegeven is in
array diagl1:n] (de hoofddiagonasal) en in de bovendriehoek van

array r[1:n,1:n] (de rest). De kolomverwisselings indices, gegeven in
integer array pcl1:n], definiéren de permutatie matrix P en er geldt

M= PTRTRP, vergelijk Dekker (1968, section 22k).

De bovendriehoek van M_1 wordt berekend en afgeleverd in de bovendrie-
hoek van array ir(1:n,1:nl.
nrmiup gebruikt invsym20 en indirect invsym2, ichcol, ichrow, ichrowcol,

matvec en tamvec.

decerd

decerb:= een bovengrens van de euclidische norm van de fout, gemaakt
bij de QR-ontbinding door middel van de procedure lsqdec (zie Dekker
(1968, meca 2440)) ven een m*n-matrix (vergelijk (5.34) en (5.35)). De
hoofddiagonaal van de hierbij ontstane bovendriehoeksmatrix is gegeven
in array diagl1:n]. De bij de ontbinding gebruikte precisie wordt aan-

geduid door eps.
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real procedure decsolerb(r, m, n, diag, pe, x, menca, nb, eps, ir);
value m, n, menca, nb, eps; intéeger m, n; real menca, nb, eps;
array r, diesg, ir, x; integer array pe;
begin integer i
- real ne, nf, nE, na, nx, nir, z, s;
nx:= eclnrmvec(x, n); nir:= nrmiup(r, n, diag, pe, ir);
nEs= decerb(disg, m, n, eps);
nes=n X eps X (14,12 + 5,83 X m) X nb; nas= n X menca;
nf:= baksuberb(r, diag, n, eps); z:= nir X nf X nx;
s:= nir X nE X (1 + nir X (nE + nE + na));
decsolerb:= z + (nir X (nir X nE X (nb + ne + nE X (nx + z)) +
(sart(n) + nir X ne) X (ne + nE X {nx + 2)))) / (1 = s)
end decsolerb;
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decsolerb

decsolerb:= een bovengrens voor llX—ille, waarbij X de kleinste-kwa-
dratenoplossing 1is van het stelsel [A:B]. A is een m*n-matrix en X wordt
verondersteld berekend te zijn volgen; de QR-methode door middel van
lsqdec, zie Dekker (1968, mca 2240) (vergl. (5.36)), waarbij eps de
gebruikte precisie aangeeft.

Er geldt

M= ATA = PR RP,
waarin R de n*n-bovendriehoeksmatrix is, waarvan de bovendriehoek ge-
geven is in array diagli1:n] (de hoofddiagonaal) en in de bovendriehoek
van array r[1:n,1:n](de rest) en P is de permutatiematrix, gedefinieerd
door de kolomverwisselingsindices gegeven in integer array pel1:nl;

vergelijk Dekker (1968, section 224).

De vector X is gegeven in array x[1:n].

Verder 1s gegeven ]lB]le in nb en |{A‘ E/n in menca.

Bovendien wordt M_1 berekend en diens bovendriehoek wordt afgeleverd
in de bovendriehoek van array ir(1:n,1:n].

decsolerb gebruikt eclnrmvec, decerb, nrmiup, baksuberb en indirect

invsym20, invsym2, ichcol, ichrow, ichrowcol, matvec, tamvec en vecvec.
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integer procedure lsgdecsolerb(a, m, n, aux, diag, pec, eps, b, ir, _
ubnjJ; value n, m, eps; integer n, m; real eps, ubn;

array a, aux, diag, b, Ir; integer array pcC;

BrA———r - s

begin integer 13

real nbj; _
Tsqdecsolerbs= i:= lsqdec(a, m, n, aix, diag, pc); if i = n then
begin nb:= eclnrmvec(b, m); 1lsgsol(a, m, n, diag, pc, b);
Tbn:= decsolerb(a, m, n, diag, pc, b, aux[1], nb, eps, ir)
end
end lsqgdeesolerb;
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QR-methode met foutenberekening

lsqdecsolerd

lsqdecsolerb:= de rang, r, van de m*n-matrix A die gegeven is in

array al1:m,1:n] (m > n). Indien r = n, wordt de kleinste-kwadraten-
oplossing, X, van het stelsel [A:B] berekend, waarbij B de m-vector ge-
geven in array bl1:m] is. De vecéor X wordt over B in b heen geschreven.
A wordt ontbonden in een orthogonéle matrix Q, een bovendriehoeksmatrix
R en een permutatiematrix P (zodat A = QRP) die worden afgeleverd in

a, array diagli:nl] en integer array pel1:nl], vergelijk Dekker (1968,

section 224).

(AT )_1 wordt berekend en de bovendriehoek daarvan wordt afgeleverd in
de bovendriehoek van array irl[1:n,1:n]. Tenslotte wordt een bovengrens
voor ]]X—X‘IQ (vergl. §5) afgeleverd in ubn, waarbij eps de gebruikte
rekenprecisie aangeeft.

In array aux[0:2] moet men in aux[0] een relatieve tolerantie voor de

bepaling van r meegeven; in dit array worden de volgende resultaten af-

geleverd:
aux[1]:= de maximum euclidische norm van de kolommen van Aj;
aux[2]:= iRrrl'

lsgdecsolerb gebruikt decsolerb, lsgdec, lsgsol en indirect eclnrmvec,
decerb, nrmiup, baksuberb, invsym20, invsym2, icheol, ichrow, ichrowecol,

elmcol, elmveccol, tammat, matvec, tamvec en vecvec.
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procedure lngatr(a, m, n, x, b, r); value m, n; integer m, nj
&itay 8, r, X, b; - -
begin integer 1
real z;
array h, hhl1:m];
Tor I:= 1 step 1 until m do Ingmatvec(l, n, i, a, x, = b[1], O,
RT], nnliT)3 - S :
for i:="1 step 1 until n do Ilngtemvec(1, m, i, a, h, tamvec(1,
m, i, a, wh), o, *lIT; z)
EEE Ingatrs

integer procedure lsqdeciti(a, m, n, aux, r, diag, pe); value n, m;
integer n, m; array a, r, aux, dilag; integer array pcs
begin integer T, J;
for 1:= 1 step 1 until m do
Tor js= 1 sTep 1 UntTIl n do rlt,j):= ali,j];
T8qdeciti:= Isqdec(r, m, 0, aux, diag, pc);
for i:= 1 step 1 until n do r[i,i]l:= diagl[i]
end Teqdeciti; -
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Tteratief verbeteren van de kleinste-kwadratenoplossing

lngatr

lngatr berekent AT(AX—B) in dubbele precisie. Hierin is A de m*n-matrix
die gegeven is in array all:m,1:n], B de m-vector die gegeven is in
array b[1:m] en X de n-vector die gegeven is in array x[1:n]. Het
resultaat wordt (in enkele lengte) afgeleverd in array rl1:nl.

lngatr gebruikt lngmatvec, lngtamvec en tamvec.

lsqdeciti

lsqdeciti:= de rang, r, van de m*n-matrix A, gegeven in array all:m,1:nl.
Indien r = n wordt de QR-ontbinding van A uitgevoerd, resulterende in
cen bovendriehoeksmatrix R en een permutatiematrix P die (bij penadering)

voldoen aan

aTa = PTRTRP.
De bovendriehoek van R wordt opgeslagen in de bovendriehoek van
array r{1:m,1:nl, bovendien wordt de hoofddiagonaal extra opgeslagen in
array diagl1:nl. De kolomverwisselingsindices die de matrix P definiéren

worden afgeleverd in integer array pel1:n]. In array aux[0:2] moet men

in aux[0] een relatieve precisie voor de bepaling van r meegeven; in

dit array worden de volgende resultaten afgeleverd:

aux[1]:= de maximum euclidische norm van de kolommen van Aj;

aux(2]:= |R__|.
rr

lsqdeciti gebruikt lsgdec en indirect elmcol, ichcol en tammat.
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procedure 1sgsoliti(a, m, n, b, qr, pc, eps, aux, x); value n, m, eps;
integer n, m; real eps; array a, b, dr, Pc, X, aux;
begin integer 1, J, tel;
real nl, n2, n3, h, hh;
array rli:nl;
TeTi= 03
for i:= 1 gstep 1 until n do
Begin lngtamvec(1; W, i, &, b, 0, 0, h, hh); r[il:= — h end;
solsym20(qr, n, pe, r); n3:= n2:= 0; i
for i:= 1 step 1 until n do
Pegin he= TIIJ; nd:=n2 + 0 X h; h:= x[ils= = h; n3t=n3 + h xh
end;
Tngetr(e, m, n, x, b, r);
imps solsym20(qr, n, pe, r); nl:= n2; n3:= n2:= 0; tel:= tel + 1;
for 1:= 1 gtep 1 until n do
Tegin hi= T[1]; ndi= n2 + h X hy hi= x[1]l:= x[1] = hs
n3:=n3 + h Xxh
end;
Tngatr(a, m, n, x, b, r); if n2 < eps X n3 then goto 1;
if n2 > .5 X nl then - - T
Pegin Tel:= — tel; goto 1 end;
goto imp; - T
1: auxl3):= eclnrmvec(r, n); aux[L]:= tel
g_r_;_c} lsgsoliti;
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lsgsoliti

lsgsoliti berekent de oplossing van het n-de orde lineaire stelsel

pTRIRPX = ATB.
Hierin is R de n*n-bovendriekhoeksmatrix, gegeven in de bovendriehoek
van array qr[1:n,1:n] en P de permutatiematrix gedefinieerd door

integer array pcl1:n]. Verder is A de m*n-matrix, gegeven in

array al1:m,1:n] en B de m-vector, gegeven in array bl1:m].

Indien de driehoeksontbinding van A voldoende nauwkeurig blijkt, wordt
de oplossing, X, iteratief verbeterd tot dat l|6X|‘2 < eps ||X|]2 en
afgeleverd in array x[1:nl.

In array aux[3:4] wordt afgeleverd

auxt3]:
aux[4]:

| |a%(ax-B) ||,

het aantal uitgevoerde iteraties (indien de gevraagde precisie

niet bereikt is, een negatief getal).

lsqsoliti gebruikt lngatr, eclnrmvec, lngtamvec, solsym20 en indirect

ingmatvec, matvec, tamvec en vecvec.
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integer procedure lsqdecsoliti(a, m, n, b, eps, aux, r, diag, pe, x);
value m, n, eps; integer m, n; real eps; array a, b, x, aux, diasg, r;
Integer array pe;.
begin integer i;
—T:= Tsqdecsoliti:= lsqdeciti(a, m, n, aux, r, diag, pc);

if 1 = n then lsgsoliti(a, m, n, b, r, pe, eps, aux, x
end TsqdecsolTET;
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1lsgdecsoliti

lsqdecsoliti:= de rang, r, van de mrn-matrix A, gegeven in

array all:m,1:n].

Indien r = n wordt de QR-ontbinding van A uitgevoerd, resulterende in
cen bovendriehoeksmatrix R en een permutatie matrix P, zodanig dat (bi]

benadering) geldt

aTa = PTRTRP.
De bovendriehoek van R wordt afgeleverd in de bovendriehoek van
array r[1:n,1:n], de hoofddiagonaal wordt extra opgeslagen in
array diagl1:nl. De kolomverwisselingsindices die P definiéren worden

afgeleverd in integer array pcl1:nl]. Eveneens wordt de kleinste-kwa-

dratenoplossing, X, van het stelsel [AIB] berekend. Hierin is B de
m-vector, gegeven in array blL1:m]. .

Tndien de driehoeksontbinding van A voldoende nauwkeurig blijkt, wordt
de oplossing iteratief verbeterd totdat |]6X|l2 < eps |iX|12 en afge-
leverd in array x[1:nl. . :

In array aux[0:4] moet men in aux[0] een relatieve precisie voor de

bepaling van r meegeven; in dit array worden de volgende resultaten

afgeleverd:

aux[1]:= de maximum euclidische norm van de kolommen van Aj;

aux[2]:= Terrl;

aux[31:= | |A"(ax-B)||,;

sux[L]:= het aantal uitgevoerde iteraties (indien de gevraagde precisie

niet bereikt is, een negatief getal).

lsqdecsoliti gebruikt lsqdeciti, lsgsoliti en indirect lngatr, eclnrmvec,
Ilngmatvec, lngtamvec, lsgdec, solsym20, elmcol, ichcol, tammat, matvec,

tamvec en vecvec.
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real procedure reserb(a, m, n, b, u, diag, pc, x, natr, menca, eps,
iu); value n, m, natr, menca, eps; intéger n, m; real natr, menca, eps;
array a, b, X, diag, u, iu; integer array pc;
Pezin integer i
real ne, na, niu, z;
- array rl[1:m]; .
ne:= decerb(diag, m, n, eps); nai= n X menca;
for i:= 1 step 1 until m do r[il:= matvee(1, n, i, a, x) - bl[il;
niu:= nrmiup(u, n, disg, Dc, iu);
reserb:= niu X (niu X (natr + eclnrmvec(r, m) X na X 1,06 X eps
X eps X m) + (sqrt(n) + niu X ne) x (1,06 X eps X (n + 1) X na
X eclnrmvec(x, n) + eps X eclnrmvec(b, m))) / (1 = niu X ne x (1
+ niu X (ne + ne + na)))
_eilg. reserb;
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Foutenschatting m.b.v. residuberekening

reserb

reserb:= een bovengrens van ||X—i]|2, waarbij X de kleinste-kwadraten-
oplossing is van het stelsel [A!B] (vergl. §6). Hierin is A de mn-matrix,
gegeven in array all:m,1:n] (m i_n) en B de m-vector, gegeven in

array bl1:ml. _

Verder is gegeven de bij de berekening van X gebruikte bovendriehoeks-

matrix R en de permutatiematrix P, zodat (bij benadering) geldt

M = ATA = PTRTRP.
De bovendriehoek van R is gegeven in array diagli:n] (de hoofddiagonaal)
en in de bovendriehoek van array rl[1:n,1:n] (de rest). De kolomverwis-

selingsindices die P defini&ren zijn gegeven in integer array pcll:nl.

Bovendien moet meegegeven worden

llAT(Ai—B)llg in natr

||A!IE/n in menca. -

De bovendriehoek van M-1 wordt berekend en afgeleverd in de bovendrie-
hoek ven array ir[1:n,1:nl.

reserb gebruikt decerb, eclnrmvec, nrmiup en indirect invsym20,

invsym2, ichcol, ichrow, ichrowcol, matvec, tamvec en vecvec.
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integer procedure lsqdecsolitierb(a, m, n, b, epsl, eps2, aux, x, T,

dTag, pc, 1ir, ubn); value n, m, epsl, eps2; integer n, m;

real epsl, eps2, ubn; array a, b, x, r, diag, aux, ir;

Tntéger array pc; -

begin Integer 1i;
1:= Isqdecsolitierb:= lsqdecsoliti(a, m, n, b, epsl, aux, r,
diag, pe, x);
if 1 = n then ubn:= reserb(a, m, n, b, r, diasg, pc, x, aux[3],
aux[1], epsZ, ir)

EEE‘ 1sgdeesolitierb;
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Iteratief verbeteren plus foutenschatting

lsqdecsolitierd

lsgdecsolitierb:= de rang, r, van de min-matrix A, gegeven in-

array all:m,1:nl.

Indien r = n wordt de QR-ontbinding van A uitgevoerd, resulterende in
een bovendriehoeksmatrix R en een permutatiematrix P die (bij benadering)

voldcen aan

M= ATA = PTRTRP.
De bovendriehoek van R wordt opgeslagen in de bovendriehoek van
array r[1:m,1:n], bovendien wordt de hoofddiagonaal extra opgeslagen
in array diagli:n]. De kolomverwisselingsindices die P defini&ren worden

afgeleverd in integer array pcli:nl.

Eveneens wordt de kleinste-kwadratenoplossing, X, van het stelsel [A:B]
berekend, hierin is B de m-vector, gegeven in array bl1:m]. .
Indien de driehoeksontbinding van A voldoende nauwkeurig blijkt, wordt
de oplossing iteratief verbeterd totdat ||6Xl|2 < eps1 !lX!IQ en afge-
leverd in array x[1:nl.

Een bovengrens voor ]lX—X]|2 wordt berekend en afgeleverd in ubn, waar-
bij eps2 de gebruikte rekenprecisie aangeeft.

In array aux[0:4] moet men in aux[0] een relatieve precisie voor de

bepaling van r meegeven; in dit array worden de volgende resultaten af-

geleverd:
aux[1]:= de maximum euclidische norm van de kolommen van A;
aux[2]:= IR |5
o YT
aux[3]:= ||A (AX—B)I|2;
aux[L]:= het aantal uitgevoerde iteraties (indien de gevraagde precisie

niet bereikt is, een negatief getal).

lsgdecsolitierb gebruikt lsgdecsoliti, reserb en indirect lsqdeciti,
1lsgsoliti, lngatr, eclnrmvec, nrmiup, decerb, lngmatvec, lngtamvec,
invsym20, invsym2, ichecol, ichrow, ichrowecol, tammat, matvec, tamvec

en vecvec.
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procedure tfmbidieg(a, m, n, 9, e, b, aux); value m, n; integer m, n;

array &, 4, e, aux, b;
begin integer i, j, k, 1
real x, y, 8, £, g, h, tol;
gi= x:= 03 tols= aux[1]; -
for i3= 1 step 1 until n do
Pegin e[113=2; 175 T + 13 s:= tamat(i, m, i, i, a, a);
1f 8 < tol then g:= 0 else
Begin f1= al1,1]; g:= If T < O then sqrt(s) else — sqrt(s);

H--fXg-—s, ali57]:= f — g3

for ji:= 1 step 1 until n do elmeol(i, m, j, i, a, a,
Temmat(i, m, 1, j, a, a) 7 h);

elmveccol(i, m, 1, b, a, tamvec(i, m, i, a, b) / h)

end;
aT]:= g; s:= mattam(l, n, i, i, a, a);
if s < tol then g:= O else
Pegin f:= al1,T + 1];
Ze:= if £ < O then sqrt(s) else ~ sqrt(s); hi= f X g = s3
ali, T+ 1]:= F = g3
for j:= 1 step 1 until n do el[jl:= ali,3] / h;
Tor j:= 1 step 1 tmtil m"a_
Pegin s:= mattan(T, 0, j, 1, a, a);
'—-Tor k:= 1 step 1 until n do al 3,kl:= alj,k] + s X

elk]
end
end;”
Vi= abs(ql[i]) + abs(e[i]l); if y > x then x:=y

end;

auxl2]:= x X aux[0];

for i:= n step = 1 until 1 do
Yegin if g F O then

begin h:= al1,T + 1] X g;
" Tor ji=1 step 1 wntil n do a[J,il:= ali,]] / h3

Tor ji= 1 Step 1 Wntil n do elmeol(l, n, j, i, a, a,
Emat(l n, 1, J, a, a))

end,
for je=1 step 1 until n do a[l,J]" a[J;l]

gi= eli]l; T:="1

0; ali,il:= 1;

end
end Tfmbidiag;
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Berekening van kleinste-kwadratenoplossing van minimale lengte

tfmbidiag

tfmbidiag brengt de mxn-matrix gegeven in array all:m,1:n] met behulp
van Householder-transformaties terug tot een bidiagonale bovendriehoeks-
matrix R. De hoofddiagonaal van R wordt afgeleverd in array gql1:nl en

de subdiagonasl in de laatste n-1 elementen van array el1:nl (e[1] bevat
geen subdiagonaal element doch wordt ‘nul). De rechtertransformaties
vormen de n*n-orthogonale matrix V die overschreven wordt in a. De
vector gegeven in array bl1:m] wordt voorvermenigvuldigd met de linker-
transformaties, het resultaét wordt overschreven in b.

In array aux[0:2] moet men in aux[0] eeh relatieve precisie meegeven en in
aux[1] een getal ter grootte van B/aux[0], waarin B het kleinste posi-
tieve getal ongelijk nul dat in de machine representeerbaar is, voor-
stelt.

In aux[2] wordt de waarde van HRH°° * aux[0] afgeleverd.

tfmbidiag gebruikt elmcol, elmveccol, mattam, tammat en tamvec,
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procedure eigbidiag(v, n, 9, €, b, aux); value n; integer n;
array v, 4, €, b, aux;
begin integer i, j, k, 1, 113
real ¢, s, T, g, h, X, ¥, 2, eps;
epsi= aux|2];
for ki= n step =1 until 1 do
begin -
TFst for l:= k step = 1 until 1 do
begin if abs(ell]) <eps then goto tfe;
T If abs(q[l = 1] < eps Then goto ca
ends - - T
ca: Ci= O3 ss= 13 11:= 1 = 13
for 1:= 1 step 1 until k do
Pegin fi1= 8 X eli]; eli]:= ¢ X e[i];
T If @bs(f) < eps then goto tfe; gi= qlil;
qlile= he=sqrt(FX f + g X g); ct=g / h; st=—~f / h;
ye= b[11]3 z:= b[i]; b[1l1)i= e Xy + 8 X 73
bl[ili==s X v+ e X 2
end;
tfes z:= qlkl; if 1 = k then goto co; x:= q[1l]; yi:= qlk = 11;
:= e[k = 173 h:= e[k]5
((y=2)x(y+2z)+(g=h)x(g+h)) /(2xhXy)s
sqrt(f X £ + 1);
((x=2) Xx(x+2)+hXx(y/ (if £ <0 then f = g else
g) = h)) / x; ci= s:= 13 -
for i:= 1 + 1 step 1 until k do
begin gi= e[i]7 vi= qlI]; h:=8 X g; gi=c X g
X h); c:=

= Hononu

.o

T eli = 1]i= z:= sqrt(f X £ + h f /23 s:=h [ z;
fe=x X e+ gXs8gy git==xX8+gXes hi=y X 83
yi=y X ¢3 roteod(1, n, i =1, i, v, ¢, 8);
qli = 1]:= z2="sqrt(f X f + h X h); c:=f / z; s:=h / z;
fe=meXg+ 88Xy x2==8Xg+cXys yi=bli=1];

ze= b[1]; bl[i = 1]t=c Xy + 8 X 23
blils= —m s Xy + e X 2z
end;
elT]:= 0; elk]:= f; qlkl:= x; goto tfs;
co: if 2z < O then -
begin q[kT:= — z;
Tor ji= 1 step 1 until n do vlj,kle= — vl j,k]

end
end
end eigbidiag;
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eigbidiag

eigbidiag berekent de eigenwaarden van de nxn-bidiagonale bovendrie-
hoeksmatrix R d.m.v. QR-iteratie. De hoogddiagonaal van R is gegeven
in array ql1:n] en de subdiagonaal in de laatste n-1 elementen van
array e[1:n] (e[1] moet nul zijn). In array aux[2:2] moet men een ab-
solute tolerantie meegeven. De eigenwaarden worden afgeleverd in q en
de inhoud van e gaat verloren. De rotaties die R in de diagonaalmatrix
der eigenwaarden transformeren worden ook uitgevoerd op de vector ge-
geven in array b[1:n] en de matrix gegeven in array vl1:n,1:nl].

eigbidiag gebruikt rotcol.
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procedure sngvalsol(v, n, s, x, aux); value n; integer n;
array Vs, S, X, aux;
begin integer i3
array nLi:nl;
Teal eps;
epsi= aux[3];
for 1:= 1 step 1 until n do h[il:= if s[i] < eps then 0 else x[1i]
s[1]; — — - T
Z‘;'i:= 1 step 1 until n do x[1)l:= matvec(1, n, 1, v, h);
end ‘sngvalsol; -

procedure minlsgsol(a, m, n, b, aux); value m, n; integer m, n;
array a, b, aux; - -
begin array q, e[1:nl; '
fmbidiag(a, m, n, q, e, b, aux); eigbidiag(a, n, q, e, b, aux);
sngvalsol(a, n, q, b, aux)
_ezl_g minlsgsol;
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sngvalsol

sngvalsol bepaalt de pseudo-inverse, P, van de n*n-matrix diag(oi),
hiervoor moet men in array aux[3:3] een absolute precisie meegeven. De
hoofddiagonaal van diag(ci) is gegeven in array sl1:nl.

Vervolgens wordt de vector VPX bepaald, hierin is V de n*n-matrix, ge-
geven in array v[1:n,1:n] en X de n-vector, gegeven in array x[1:n].
Het resultaat wordt overschreven in Xx.

sngvalsol gebruikt matvec.

minlsgsol

minlsqsol bepaalt de kleinste-kwadratenoplossing van het stelsel [A:b]
met de kleinste euclidische lengte. De m*n-matrix A is gegeven in .
array al1:m,1:n] en de vector b is gegeven in array bl[1:m]. De oplos-
singsvector wordt overschreven in b.

In array[0:3] moet men meegeven

in aux[0] een relatieve tolerantie,

in aux[1] een getal ter grootte B/aux[0], waarin B het kleinste posi-
tieve getal ongelijk nul dat in de machine representeerbaar is,voor-
stelt,

in aux[3] een getal dat de minimum waarde van de singuliere waarden
ongelijk nul aangeeft.

minslgsol gebruikt tfmbidiag, eigbidiag, singvalsol en indirect

elmveccol, elmcol, rotcol, mattam, tammat, matvec en tamvec.



8. Voorbeelden

Het geval rang(A) = n,

matrix A

+5
+5
+5
+5
+3
=0
+1
+1
+1
+1
+1

x(exact)

-]
+1
=
+1
]

+30
+bo
+L5
+48
+30
-]
=)
+1
+1
+1
+1

+70
+105
+106
+140
+30
-]
]
=)
+1
+1
+1

r
+3
=17
+1
-3
+27
+1
=]
+1
]
+1

==l

T2

+70
+112
+1Lo
+160
+105
]
-

=1

+1
+1

+ho
+70
+90
+105
+T70
1
=1

-1

]

+1



T3
klassieke methode (dubbele lengte) ||.|| duidt de oneindig-norm asn

x(berekend) delta x
=0999999999999999999940UEL+0 =, 5953580496533 19
+.999999999999999999904 1 Tl y+0  +,9582553294309,~ 19
=.999999999999999999895366,;+0 =, 1046339255749y~ 18
+.999999999999999999897326,+0  +,1026743879695 18
=0 9999999999999999999L:2095 5+0 ~,5790533283563 = 19

de berekende bovengrens voor ||delta x|| is +.15885L6561728~ 15
[laelta x|| is +,1046339255749 4= 18

gr=methode ||.|| duidt de euclidische norm asn

%(berekend) delta x
=.9999999955L53 = O =, L45LT050L 928
+.99999999346T1 = O +.65329004L:2835
~,9999999915835 = O =, 8416463970207 =
+.9999999900492,= 0 +.9950781532098 4~
—=:0999999932825 ¢~ 0 =,6717527867295

OO OOo®

de berekende bovengrens voor ||delta x|| is +,1396056528473 - L
||delta x|| is +,1665842984142 = T



matrix A
+3
+3
+1
=)
+1
+1
+1

x(exact)
=0
+2
-0

+6
+8
+3
=]

+1
+1

+13
+15
+7
]
]
+3

+1

+10

+15

+6
-
|

+1

+1
=1
+1
+1
-]
+1

=]

Th
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klassieke methode (dubbele lengte) ||.|| duidt de oneindig=norm aan

x{berekend) delta x
+,258082611 34 Ll 5553908989022 =, 258082641 34kl 22

+41999999999999999999999961+ 1 +. 4178977606954 y 22
+.171314563411997609821076 022 —, 1713145634119, 22

de berekende bovengrens voor ||delta x|| is +.849344002260k4 4~ 20
| |delta x|| is ' +.1117897760695U = 22

qr-methode (met iteratief verbeteren)
[l.]] auidt de euclidisch norm asn

x(berekend) delta x
+4 1691065891509, ¢~ 20 =, 1694065894509~ 20
+2 =0
—. 1270549420881 - 20 +,1270549420881 = 20
asntal iteraties is +1
|lresiqu|| ie +.3749001219622,~ 18

de bergkende bovengrens van ||delta x|| is +.1553791135L064~ 9
[|delta x|]| is +.2117582368136,~ 20
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matrix A
+3 +6 +10 +3
+3 +8 +15 +3
+1 +3 +6 +1
+5 +48 +140 +5
+3 +30 +90 +3
+1h +14bL +9hs5 +14
+2 +21 +1Lko +2
x(exact) b r
A1 it =l7h
+4 +1589 +1521
+2 =3129 -3155
+1 +483 +1
+305 o=l
+2495 +1
+367 =1
x(berekend) delta x
+, 1000000001 90’419"' 1 = 190448190551 S 8
+.3999999999058,;+ 1 +,9422365110368,~ 9
+,2000000000080 7+ 1 =,80035 53375602 g 10
1

+.100000000190k 5+ 1 =, 1904481905513, 8
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